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EXAMENS DE 2015

Rappel
Les modalit́es de l’examen sont modifiées depuis 2014 : chaqueépreuvéecrite se trouve

réduiteà une duŕee de 2h30.

JUILLET 2015

ALGEBRE

1. Résoudre dansR l’in équation suivante
√

x2−4x+4+
√

x2−1 ≤ x.

2. Résoudre dansC l’ équation

z8−2z4cosa+1= 0

dans laquellea est un param̀etre ŕeel.

ANALYSE

1. La fonction arcth, appelée arctangente hyperbolique, peutêtre d́efinie par

arcth(x) =
1
2

ln
1+x
1−x

Déterminer le domaine de définition de la fonction arcth, seśeventuelles asymptotes
ainsi que leśeventuels extrema et points d’inflexion de son graphe. Le caséch́eant,
déterminer l’́equation de la tangente au(x) point(s) d’inflexion.
Sur base des résultats obtenus, esquisser le graphe de arcth(x).
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2. Calculer

a)
∫

tgx dx

b)
∫

ex

(1+ex)2 dx

c)
∫

sin4x dx

d)
∫ 1

0
(1−x3)dx

e)
∫ π/2

0
xsinx dx

3. Une entreprise installée sur les deux rives d’un fleuve (voir dessin) souhaite relier par
fibre optique ses deux bâtimentsA etB. Le traće pŕevu est compośe de deux segments
rectilignes. La première partie du ĉable traverse le fleuve et la seconde est posée sur
la berge. La pose du câble sur la berge coûteα Euros par m̀etre. Le côut par m̀etre est
double, soit 2α Euros par m̀etre, lorsque le ĉable est pośe dans le fleuve.

B

A

x

a

b

On souhaite minimiser le coût de l’installation.

a) Déterminer la longueurx du ĉableà poser sur la berge pour minimiser le coût
dans le cas òu a= 30 m etb= 240 m.

b) Montrer que le ĉable doit relier les deux implantations en ligne droite lorsque
a≥

√
3b.

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Vérifier l’identité suivante

2
cosα

= tg
(

45◦− α
2

)
+cotg

(
45◦− α

2

)
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2. Résoudre l’́equation suivante et représenter les solutions entre 0 et 2π sur le cercle
trigonoḿetrique

4sin3x+2sin2x−2sinx= 1

3. Un observateur situé enO se trouvèa une distance de 100 m d’un bâtimentABCDde
forme rectangulaire dont la baseCD mesure 20 m. Il mesure l’anglêAOBqui vaut 2◦.
Calculer la hauteurAD du b̂atiment ainsi que l’aire du triangleAOB sachant que la
hauteur du b̂atiment ne peut d́epasser 300 m.
Les calculs seront effectués avec 4 chiffres significatifs.

100m

C D

B A

O

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. Un pointP appartient̀a la diagonaleBD d’un carŕe ABCD. On notec la longueur de
chacun des ĉotés de ce carré. Démontrer l’́egalit́e

−→
BP·−→DP= ||−→AP||2−c2.

2. SoientABC un triangle rectangle enA, et d une droite passant parA. On noteG la
projection orthogonale deB surd, etE la projection orthogonale deC surd. On note
égalementd1 la parall̀eleàAC meńee parG, etd2 la parall̀eleàABmeńee parE.

a) Démontrer que les droitesd1, d2 etBC sont concourantes.

b) Déterminer le lieu ǵeoḿetrique du point d’intersection ded1 et ded2 lorsqued
varie.
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SEPTEMBRE 2015

ALGEBRE

1. Résoudre le système suivant, dans lequela est un param̀etre ŕeel





ax+y−z= −1

−x+ay+z= −1

ax+ay+z= a

2. On donne les matrices réelles

A=

(
1 2

1 3

)
, B=

(
1 2

2 4

)
, C=

(
1 3

2 6

)
etX =

(
a b

c 3d

)
,

où a,b,c etd sont des nombres réels, avecd > c> 0.

On demande de déterminera, b, c etd sachant que

BA−1X =C, 9a2d2+b2c2−6abcd= 36 et 2 log2c+ log2d = 4.

ANALYSE

1. La fonction arch, appelée arccosinus hyperbolique, peutêtre d́efinie par

arch(x) = ln
(

x+
√

x2−1
)
.

Déterminer le domaine de définition de la fonction arch, seśeventuelles asymptotes
ainsi que leśeventuels extrema, points d’inflexion et pointsà tangente verticale de son
graphe.

Sur base des résultats obtenus, esquisser le graphe de arch(x), en illustrant bien la
concordance avec les résultats pŕealables.
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2. Par une śerie d’exṕeriences ŕealiśees dans des conditions d’éclairement contr̂olées,
on d́etermine que le taux de croissance d’une variét́e de ĺegumineuse peut̂etre d́ecrit
par la fonction f (I) de l’éclairementI dont l’allure est repŕesent́ee graphiquement
ci-dessous.

I

f(I)

m
max

Iopt

Le taux de croissance

i. est positif,

ii. est nul sous uńeclairement nul,

iii. est maximum et vautµmax (connu) pour uńeclairement optimumIopt (connu),

iv. tend vers źero si l’éclairement tend vers l’infini.

Déterminer toutes les fonctions de la forme

f (I) =
α+βI

1+δI + εI2

permettant de traduire la dépendance du taux de croissance en l’éclairementI en
exprimant les constantes apparaissant dans cette expression en fonction des param̀etres
µmax, Iopt positifs mesuŕes exṕerimentalement.
Veiller à simplifier le ŕesultat au maximum.

3. On consid̀ere les int́egrales

In =
∫ 1

0

x
1+xndx, n∈Q.

a) CalculerI0, I1/2, I1, I2 et I4.

b) Montrer que

In ≤ In+1 ≤
1
2
, ∀n∈ N.
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TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. SiA, B etC désignent les sommets d’un triangle quelconque, vérifier l’identité suivante

sin2A+sin2B+sin2C= 4 sinA sinB sinC

2. Résoudre l’́equation suivante

cosnx+cos(n−2)x= cosx

Tracer les solutions entre 0 et 2π sur le cercle trigonoḿetrique dans le cas particulier
où n= 5.

3. Soit la surfaceS(surface griśee sur la figure 1 ci-dessous) délimitée par la cordeABet
l’arc de cercle qu’elle intercepte.

O
A

B

r

θ

FIGURE 1 - r désigne le rayon du cercle etθ repŕesente l’angle
d’ouverture de l’arc intercepté expriḿe en radians.

a) Démontrer que l’aire de cette surface vautS=
1
2

r2(θ−sinθ)

b) Sur base de la formule donnée au point pŕećedent, calculer la surface de
l’intersection de deux cercles respectivement de rayons 10cm et 7 cm dont les
centresA etB sont distants de 12 cm (cf. figure 2).
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A B

C

D

12cm

10cm 7cm

FIGURE 2 - L’intersection des deux cercles est représent́ee par la surface grisée.

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On consid̀ere deux cerclesC et C ′ se coupant en deux points distinctsA et B. On note
P le point diaḿetralement opposé à A surC , etP′ le point diaḿetralement opposé à A
surC ′.
Démontrer que les pointsP, B etP′ sont aligńes.

2. Dans un rep̀ere orthonorḿe (O,X,Y), on consid̀ere une paraboleP1 d’axeY dont le
sommet est l’origineO et dont tous les points ont une ordonnée positive ou nulle. On
consid̀ere aussi la paraboleP2, translat́ee deP1, de sommet au point de coordonnées
(4,0). Les parabolesP1 et P2 sont telles que leurs tangentes respectivesà leur point
d’intersection sont orthogonales. On demande de déterminer leśequations cartésiennes
deP1 et P2.
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EXAMENS DE 2016

JUILLET 2016

ALGEBRE

1. Factoriser dansR le polyn̂omex8+4.

2. Résoudre le système suivant, dans lequelmest un param̀etre ŕeel :

{
mx+y= m+1
m3x+(2m−1)y= m3+1

ANALYSE

1. Soit la fonction

f (x) =
x2−a2

x3−a3

où a repŕesente un param̀etre ŕeel non nul.

En discutant s’il y a lieu en fonction dea,
a) d́eterminer le domaine de définition de la fonction f et ses éventuelles

asymptotes ;

b) étudier la croissance/décroissance def et caract́eriser seśeventuels extrema;

c) sur base des informations recueillies, esquisser le graphique def .

2. a) Calculer

I0 =
∫

lnxdx et I1 =
∫

x lnxdx

b) Pour toutℓ ∈]0,1[, on d́efinit

Jn(ℓ) =
∫ 1

ℓ
xn lnxdx où n∈ N

Calculer
lim
ℓ→0+

Jn(ℓ)
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c) Calculer ∫ 1

0
x
√

1−x2 dx

3. On inscrit un rectangle dans un triangleéquilat́eral en faisant en sorte qu’un côté du
rectangle s’appuie sur un côté du triangle comme illustré ci-dessous.
Quelle est la fraction maximale de la surface du triangle quipeutêtre ainsi recouverte?

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Trouver toutes les valeurs dex pour lesquelles l’́egalit́e suivante est v́erifiée :

sin5x+sinx+2sin2x= 1

Pŕesenter sur le cercle trigonométrique celles appartenantà l’intervalle[−π,π[.

2. Si A, B et C désignent les angles d’un triangle eta, b et c les longueurs des côtés
oppośesà ces angles, montrer que :

a−b
c

=
sinA−B

2

cosC
2

3. Deux lignes de chemin de fer relient en ligne droite les villesA etB distantes de 300 km
par l’intermédiaire d’une villeC. Les villesA et B se trouvent respectivementà une
distance de 200 km et 150 km de la villeC. Pour diminuer le temps de trajet entre les
villes A et B, on d́esireéviter de passer par la villeC et raccorder les deux lignes de
chemin de fer par une courbe en arc de cercle de 100 km de rayon tangente aux droites
AC etCB aux pointsD etE comme repŕesent́e sur la figure proposée page suivante.
Quelle est la longueur de la nouvelle ligneà construire (arcDE)? Quelle sera la
distance (ADEB) à parcourir pour rejoindre les villesA et B par cette nouvelle ligne?
Calculer la surfaceDCE du terrain sitúe entre l’ancienne ligne et la nouvelle ligne.
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A

B

C

D E

O

300 km

150 km
200 km

100km

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. Par un pointP intérieurà un cercleC de centreO et de rayonr, on m̀ene deux droites
perpendiculairesd1 et d2. On noteA1 un des points d’intersection ded1 avecC , etA2

un des points d’intersection ded2 avecC . Le milieu de la corde[A1A2] est not́e M.
Démontrer l’́egalit́e

|OM|2+ |PM|2 = r2,

où |XY| dénote la longueur du segment[XY].

2. On donne une droited tangenteà un cercleC , et on consid̀ere le lieu des points
dont la distancèa C est égaleà la distancèa d. On demande de caractériser ce lieu
à l’aide d’́equations cartésiennes, de préciser la nature de celui-ci, et de le représenter
graphiquement.

SEPTEMBRE 2016

ALGEBRE

1. Un polyn̂ome ŕeel f (x) et son polyn̂ome d́erivé f ′(x) s’annulent tous les deux enx= 2.
Montrer quef (x) est un multiple de(x−2)2.
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2. Résoudre dansR l’in équation suivante :

1
4x2−8x+3

≤ 2
4x2−8x+4

.

ANALYSE

1. Soit la fonction

f (x) = ln
a2+x2

ax
où a repŕesente un param̀etre ŕeel strictement positif.

En discutant s’il y a lieu en fonction dea,

a) d́eterminer le domaine de définition de la fonction f et ses éventuelles
asymptotes ;

b) étudier la croissance/décroissance def et caract́eriser seśeventuels extrema;

c) étudier la concavit́e de f et identifier seśeventuels points d’inflexion ;

d) sur base des informations recueillies, esquisser le graphique def .

2. On consid̀ere les int́egrales du type

In =
∫ π/2

0
sinnθ dθ où n∈ N

a) CalculerI0, I1, I2 et I3.

b) Montrer que, pour toutn∈ N,

In+2 =
n+1
n+2

In

c) Utiliser les ŕesultats ci-dessus pour calculer

I7 =
∫ π/2

0
sin7θ dθ

3. On inscrit un rectangle dans un demi-cercle de rayonR en faisant en sorte qu’un côté
du rectangle s’appuie sur le diamètre du demi-cercle comme illustré ci-contre.
Quelle est la fraction maximale de la surface du demi-cerclequi peut être ainsi
recouverte?
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b

R

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Résoudre l’́equation trigonoḿetrique suivante en précisant les conditions d’existence :

tgx−sinx
tgx+sinx

= 2−2cosx

Repŕesenter les solutions appartenantà l’intervalle [−π,π[ sur le cercle
trigonoḿetrique.

2. On souhaite couvrir la toiturèa quatre pans représent́ee en vue de haut et en perspective
sur la figure suivante. La base de la toiture est rectangulaire, de ĉotés AB = 8m
et BC = 12m. La toiture est syḿetrique, c’est-̀a-dire que les pansABE et CDF
sont isoḿetriques, de m̂eme que les pansBCFE et ADFE. En mesurant les arêtes
principales de la toiture, on obtient queAE= 6m, EF = 6metFD = 6m.

A

B C

D

E F

A
B

C
D

E F

a) Calculer la surface totale de la toitureà couvrir.

b) Calculer la hauteur de l’arête EF par rapport̀a la base rectangulaire.

c) On souhaite poser des panneaux photovoltaı̈ques sur la toiture. Pour ce faire, une
inclinaison entre 30 ˚ et 40 ˚ est souhaitée. D́eterminer quel pan de la toiture est
le plus appropríe pour accueillir les panneaux.
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3. Si A, B et C désignent les angles d’un triangle eta, b et c les longueurs des côtés
oppośesà ces angles, montrer que :

cos
B
2

cos
C
2
=

a+b+c
2a

sin
A
2

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On consid̀ere un triangleABC et un point arbitraireP appartenant au côté [BC] et
distinct deB etC. Démontrer que l’on a

|AB|2
−→
BC·−→BP

+
|AC|2
−→
CB·−→CP

+
|AP|2
−→
PC·−→PB

= 1,

où |XY| dénote la longueur du segment[XY].

2. On donne une droited passant par le centre d’un cercleC , et on consid̀ere le lieu des
centres des cercles qui sontà la fois tangents̀a d et tangents extérieurement̀a C . On
demande de caractériser ce lieùa l’aide d’́equations cartésiennes, de préciser la nature
de celui-ci, et de le représenter graphiquement.
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EXAMENS DE 2017

JUILLET 2017

ALGEBRE

1. Calculer la valeur de l’expression

E =
n

∑
k=1

sinkα .

Suggestion.On peut voir dans l’expressioǹa évaluer la partie imaginaire d’une autre
expression facilèa calculer.

2. Déterminer l’ensemble des valeurs (réelles) dea pour lesquelles l’́enonće

Pour tout ŕeelx, si x≥ a alorsx2−ax+2−a≥ 0

est vrai.

ANALYSE

1. La fonction coth, appelée cotangente hyperbolique, peutêtre d́efinie par

cothx=
ex+e−x

ex−e−x

a) Déterminer son domaine de définition.

b) Déterminer sa parité éventuelle.

c) Déterminer leśeventuelles asymptotes de son graphe.

d) Étudier la croissance/décroissance de coth et caractériser seśeventuels extrema.

e) Étudier la concavit́e du graphe et d́eterminer seśeventuels points d’inflexion.

f) Esquisser le graphe de coth.
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g) Sans calcul supplémentaire, esquisser le graphe de la fonction réciproque de la
fonction coth. Pŕeciser son domaine de définition.

2. Calculer les int́egrales et primitives suivantes où R est une constante strictement
positive.

a)
∫ π/2

0
cos2x dx

b)
∫

x
√

R2−x2 dx

c)
∫ √

R2−x2 dx

3. Une citernèa gaz en t̂ole a la forme d’un cylindrèa base circulaire de rayonr soud́e à
deux demi-sph̀eres de m̂eme rayon.

Sachant que le prix de la tôle est deγ euros par m̀etre carŕe et que le prix de la soudure
(aux jonctions entre le cylindre et les demi-sphères) est deγ ℓ euros par m̀etre, òu γ et
ℓ sont des constantes strictement positives, montrer qu’il existe un rayon optimum
r∗ permettant de minimiser le coût de ŕealisation de cette citerne pour un volume
V = 2πℓ3/3 donńe.

Exprimerr∗ en fonction deℓ.

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Résoudre dansR
2sin(2x)+cos(2x) = 2sin2x+3tgx

et repŕesenter les solutions comprises entre−π et π sur le cercle trigonoḿetrique.

2. A, B etC désignant les mesures des angles d’un triangle non déǵeńeŕe, montrer que, si

tgB=
sinC

1−cosC
,

alors le triangle est isocèle.
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3. On d́esire relier les sommetsA et C de deux collines par un téléph́erique. Afin de
déterminer l’ampleur des travaux, des mesures topographiques sont effectúeesà partir
de deux pointsE et F distants de 5 km et situés tous deux dans un même plan
d’observation horizontal. Les pointsB et D repŕesentent respectivement les bases des
sommetsA et C dans le plan d’observation. Les angleŝAFE, ÂEF et ÂEB valent
respectivement 12.3672◦, 157.1063◦ et 5.8750◦ et les angleŝCFE, ĈEF etĈFD valent
respectivement 80.2493◦, 68.9063◦ et 3.1996◦.

téléph́erique

5 km

A

B

C

D

E

F

a) Calculer la hauteur des sommets des deux collines par rapport au plan d’observation
(longueur des segments[A,B] et [C,D]).

b) Calculer la distance entre les deux sommets (longueur du segment[A,C])

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On consid̀ere un cercleC de centreO. Sur un diam̀etre de ce cercle, on fixe deux points
distinctsP et P′ équidistants deO. Un pointM mobile parcourtC . Démontrer que le

produit scalaire
−→
PM ·

−−→
P′M reste constant.
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2. On donne un trap̀ezeABCD, avecAB‖CD. Les diagonales[AC] et [BD] de ce trap̀eze
sont de m̂eme longueur et se coupentà angle droit. Leur intersection est notéeI .

a) Démontrer que les segments[AI] et [BI] sont de m̂eme longueur.

b) Calculer|AD|2+ |DC|2+ |CB|2+ |AB|2 en fonction de|AD|.

c) Si l’on noteM le milieu de[AD], démontrer queIM est perpendiculairèaBC.

SEPTEMBRE 2017

ALGEBRE

1. Résoudre le système suivant, dans lequela est un param̀etre ŕeel :





ax+(a+1)y+(a+2)z= a
(a−1)x+(a+3)y+(a+1)z= a−1
(a+2)x−y+(2a+2)z= 4

2. Décomposer dansC le polyn̂omez4+1 en un produit du type

(z2+b1z+c1)(z
2+b2z+c2) .

Si plusieurs possibilit́es existent, on les donnera toutes.

ANALYSE

1. On consid̀ere la fonction
f (x) = e−x(x2+a)

où a désigne un param̀etre ŕeel strictement positif. En discutant s’il y a lieu en fonction
de la valeur dea,

a) d́eterminer le domaine de définition de f ;

b) déterminer sa parité éventuelle ;
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c) déterminer leśeventuelles asymptotes du graphe def ;

d) étudier la croissance/décroissance def et caract́eriser seśeventuels extrema;

e) esquisser le graphe def .

2. On consid̀ere les int́egrales

Sn =
∫ π/2

0
xnsinx dx et Cn =

∫ π/2

0
xncosx dx

a) CalculerC0.

b) CalculerS1.

c) Montrer que, pour toutn> 0,

Cn = αn−nSn−1

où α désigne une constanteà d́eterminer.

d) De ce qui pŕec̀ede, d́eduire la valeur de l’int́egrale
∫ 1

0

(
arcsinx

)2
dx.

3. Un canard se trouvant enA au bord d’un lac circulaire de rayonRsouhaite atteindre le
pointC diamétralement opposé du lac. Pour ce faire, il peut nager en ligne droite deA
àC, marcher le long de la berge deA àC ou nager en ligne droite depuis son point de
départ jusqu’̀a un point interḿediaireB situé sur la berge puis marcher le long du bord
deB àC (voir figure).

Sachant que ce canard marche deux fois plus vite qu’il ne nage, déterminer la
trajectoire la plus rapide pour atteindre le pointC. Justifier.

b

b

bA

B

C
θ
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TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Résoudre dansR
2sin2xcotgx+sin(3x)+sinx= 0

en sṕecifiant les conditions d’existence et représenter les solutions comprises dans
[−π,π[ sur le cercle trigonoḿetrique.

2. SoientA, B etC les trois angles d’un triangle non déǵeńeŕe. Montrer que, si

sin2A+sin2B+sin2C= 2,

alors le triangle correspondant est rectangle.

3. On d́esire installer des emplacements de stationnement de voitures dans une rue de
largeurc. Chaque emplacement doit posséder une largeurl de 2.3 m, une profondeur
h de 5 m et doit comprendre une surface de dégagement au moinśegaleà la surface
de l’emplacement de stationnement pour permettre la sortiedu véhicule. La situation
est repŕesent́eeà la figure ci-dessous où l repŕesente la largeur de l’emplacement de
stationnement,h sa profondeur etα l’angle d’inclinaison de l’emplacement avec le
bord de la route. La surface de dégagement est représent́ee en pointilĺe.
(a) Calculer la largeur minimalec de la route permettant d’installer les emplacements

de stationnement si l’angle d’inclinaisonα est de 60◦.

(b) Calculer la valeur maximale de l’angle d’inclinaisonα permettant l’installation
des emplacements de stationnement si la largeur de la routec vaut 8.7 m.

α
l

h

h

c
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GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On consid̀ere un cercleC de centreO, et un paralĺelogrammeABCDdont l’intersection
des diagonales coı̈ncide avecO. Un point M mobile parcourtC . Démontrer que la
valeur de

|MA|2+ |MB|2+ |MC|2+ |MD|2

reste constante.

2. Sur les ĉotés [OA] et [OB] d’un triangle rectangle enO, à l’extérieur de celui-ci, on
construit les triangleśequilat́erauxOAC et OBE. Les milieux des segments[OA] et
[OB] sont respectivement notésA′ etB′.
Démontrer que la hauteur du triangleOAB issue deO et les droitesA′E et B′C sont
concourantes.
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EXAMENS DE 2018

JUILLET 2018

ALGEBRE

1. Résoudre l’ińequation suivante dansR :

|x+1|+ |x−2|< 3.

2. a) A quelles conditions sur les paramètres ŕeelsa, b etc le polyn̂ome

X4+aX2+bX+c

est-il divisible parX2+X+1?

b) A quelle condition sur les paramètres ŕeelsp etq le polyn̂ome

X3+ pX+q

admet-il une racine double? Cette racine est-elle toujours réelle?

ANALYSE

1. On consid̀ere la fonction

f (x) =

√
x2+a2

x−a

où a désigne un param̀etre ŕeel strictement positif.

En discutant s’il y a lieu en fonction de la valeur dea,

a) d́eterminer le domaine de définition de f ;

b) déterminer sa parité éventuelle ;

c) déterminer leśeventuelles asymptotes de son graphique ;

d) étudier la croissance/décroissance def et caract́eriser seśeventuels extrema;
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e) esquisser le graphique def .

2. Soit

In =
∫ √

e

1
x
(
lnx2)n dx

a) CalculerI0.

b) CalculerI1.

c) Montrer que, quel que soitn∈ N, il existe une constanteα telle que

In =
1
2

∫ α

1
(lnx)n dx

d) Montrer que, quel que soitn∈ N0, In =
e
2
−n In−1.

3. Pour aller d’un point̀a un autre, la lumière suit le chemin le plus rapide. Lorsque le
milieu est homog̀ene et que la vitesse de propagation de la lumière est donc constante,
le rayon lumineux suit une trajectoire rectiligne entre lesdeux points. Dans ce cas, le
chemin le plus rapide estégalement le plus court. Dans un milieu non homogène, par
contre, le chemin le plus rapide ne correspond pas nécessairement au chemin le plus
court de sorte que la propagation n’a pas lieu en ligne droite.

La loi de la ŕefraction de Snell-Descartes peutêtre obtenue par application de ce
principe. Pouŕetablir cette loi, on consid̀ere deux milieux homog̀enes śepaŕes par une
interface plane d’́equationy= 0. Dans les deux milieux, la lumière se propage en ligne
droiteà des vitessesc1 etc2. Au passage de l’interface plane entre les deux milieux, le
rayon est ŕefract́e et change de direction.

On consid̀ere en particulier le rayon lumineux allant du point A de coordonńees(0,H)
au point B de coordonńees(L,−H) où H etL sont des constantes strictement positives.
Ce probl̀eme est donc caractériśe par les quatre paramètresH, L, c1 et c2. On note
égalementx ∈ R, la coordonńee horizontale du point I òu le rayon est incident̀a
l’interface.
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b

b

b

b

A : (0,H)

B : (L,−H)

I : (x,0)

Y

XO

Milieu 1

Vitessec1

Milieu 2
Vitessec2

θ1

θ2

a) Exprimer en fonction dex et des quatre param̀etres du probl̀eme le temps de
parcours du rayon lumineux allant du point A au point B.

b) Montrer qu’il est ńecessaire que le trajet du rayon lumineux soit tel que (voir
figure)

sinθ1

c1
=

sinθ2

c2

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Résoudre dansR l’ équation homog̀ene

sin3x+2cos3x= 3sin2xcosx

et repŕesenter les solutions sur le cercle trigonométrique.
Les solutions trouv́ees ne sont pas toutes exprimables sous la forme d’angles
remarquables. Il n’emp̂eche qu’il est possible de les représenter de façon précise sur le
cercle trigonoḿetrique sachant que

√
3≃ 1.732.

2. Si A, B et C sont les mesures des angles d’un triangle quelconque non déǵeńeŕe,
montrer que

sin2A+sin2B+cos2C= 1+2sinAsinBcosC.
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3. Dans le cas d’un quadrilatère plan quelconque, la connaissance de la longueur des
quatre ĉotés et d’une diagonale suffit pour déterminer sa surface. Cependant, on désire
ici carreler une pìeceABCDEF dont la forme est celle représent́ee par la zone grisée
de la figure ci-dessous. Les courbesBC et DE sont des arcs de cercle de centreO et
P et de rayona et b respectivement. Les segments rectilignes[A,B], [C,D], [E,F] et
[A,F] mesurent respectivement 7 m, 5 m, 3.5 m et 12.64 m. Les deux segments[B,F]
et [C,F] mesurent 10.11 m et 8.90 m. De plus, l’anglêCPF est droit. On demande de

a) d́eterminer le rayonb de l’arcDE,

b) déterminer le rayona de l’arcBC,

c) calculer l’aire int́erieure de la pìece repŕesent́ee par la surface griséeABCDEF.

A

B

C D

E

F

O

a

P

b

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On donne quatre points de l’espaceA,B,C etD.

a) Montrer que le vecteur

2
−→
MA−−→

MB+2
−→
MC−3

−−→
MD

est ind́ependant du pointM.
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b) Notonsv le vecteur dont il est question au point préćedent. Montrer que, siv = 0,
alors la valeur de

2‖−→MA‖2−‖−→MB‖2+2‖−→MC‖2−3‖−−→MD‖2,

où ‖−→XY‖ désigne la norme du vecteur
−→
XY, est ind́ependante du pointM.

2. Un segment de longueur constante se déplace dans le plan, de manière telle que ses
extŕemit́esA etB s’appuient sur les deux côtés d’un angle droit donńe.
On demande

a) de d́eterminer le lieu d’un pointP quelconque du segment (en précisant la nature
de ce lieu),

b) de repŕesenter graphiquement ce lieu lorsqueP est le milieu du segment.

SEPTEMBRE 2018

ALGEBRE

1. Résoudre le système suivant, dans lequela est un param̀etre ŕeel :





x+ay+a2z= 1,
x+ay+az= a,
ax+a2y+a3z= a3 .

2. Résoudre dansC l’ équation
z3+(cisθ)2|z|= 0,

dans laquelleθ est un param̀etre ŕeel.
Quel est l’ensemble des valeurs possibles de|z|?
Donner la forme alǵebrique des solutionśeventuelles dans le casθ = 0.

Rappel.L’expression cisθ est une abŕeviation de(cosθ+ i sinθ).
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ANALYSE

1. On consid̀ere la fonction
f (x) = ln

x
a3−x3

où a désigne un param̀etre ŕeel strictement positif.

a) Déterminer le domaine de définition de f .

b) Déterminer la parit́e éventuelle def .

c) Déterminer leśeventuelles asymptotes de son graphique.

d) Étudier la croissance/décroissance def et caract́eriser seśeventuels extrema.

e) Étudier la concavit́e du graphique def et identifier seséventuels points
d’inflexion.

f) Esquisser le graphique def .

2. Evaluer chacune des expressions ci-dessous :
a) ∫ π

0
x dx

b) ∫
xsinx dx

c) ∫ π

0
xsin2x dx

d) ∫
x arcsinx√

1−x2
dx

3. On inscrit un trap̀eze dans un demi-cercle de rayonR en faisant en sorte qu’une base
du trap̀eze s’appuie sur le diam̀etre du demi-cercle comme illustré ci-dessous.
Quelle est la fraction maximale de la surface du demi-cerclequi peut être ainsi
recouverte?

b

R
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TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Résoudre l’́equation trigonoḿetrique suivante

sinx−2sin3x+sin5x=−cos2x+cos4x

et repŕesenter les solutions appartenantà l’intervalle [−π,+π[ sur le cercle
trigonoḿetrique.

2. Montrer que siA,B,C sont trois angles strictement positifs tels queA+B+C= π
2 alors

tgAtgB+ tgBtgC+ tgAtgC= 1.

3. Un observateur situé en O dans un d́esert parfaitement plan est aligné avec deux
éléments remarquablesA et X sépaŕes entre eux par une distancel = 25km. Cet
observateur cherchèa d́eterminer la distance qui le sépare du pointX en se d́eplaçant
enP d’une distancea= 2km dans une direction perpendiculaireà l’axeAXO. De ce
nouveau point de vue, il mesure l’anglêXPA= 1◦6′0′′.

A X
O

P

l = 25km x=?

a= 2km

a) Déterminer l’angleP̂AO.

b) Calculer la distancex entre les pointsO etX.

c) Calculer la distancePA.

Les angles seront calculésà la seconde près et les distances avec 5 chiffres significatifs.
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GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. Soient deux droites perpendiculairesX,Y, śecantes enO. SurX, on fixe les pointsA et
B de telle sorte que l’on ait

−→
OA= 2

−→
OB. Pour toutP∈Y, on d́efinit le pointQ tel que

3
−→
OQ=

−→
OP.

Quel est le lieu du ou des point(s) commun(s) aux droitesAPetBQ lorsqueP parcourt
Y ?

2. Dans un rep̀ere orthonorḿe de l’espace, on donne les droitesda et db par leurs
équations cartésiennes

da :

{
x−z−a= 0
y+3z+1= 0

db :

{
x+2y+z−2b= 0
3x+3y+2z−7= 0

où a,b sont des param̀etres ŕeels.

a) Montrer que ces droites ne sont pas parallèles, quels que soienta etb.

b) Déterminer la condition ńecessaire et suffisante sura et b pour que ces droites
soient śecantes.

c) Sous la condition d́etermińee au point pŕećedent, d́eterminer alors unéequation
cart́esienne du plan contenant ces droites.
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EXAMENS DE 2019

JUILLET 2019

ALGEBRE

1. Montrer que pour tousn, p∈ N tels que 0≤ p≤ n, on a

p

∑
i=0

Ci
nC

p−i
n−i = 2pCp

n et
p

∑
i=0

(−1)iCi
nC

p−i
n−i = 0.

Suggestion: on montrera d’abord que

Ci
nC

p−i
n−i =Ci

pC
p
n

pour tous naturelsi, p,n tels quei ≤ p≤ n.

2. On consid̀ere l’expression suivante, dans laquellen est un param̀etre entier naturel :

(
2+ i

√
12
)7

(√
3− i

)n .

On demande sa valeur, sous forme algébrique et sous forme trigonométrique, quandn
vaut 16 et quandn vaut 17.

ANALYSE

1. On consid̀ere la fonction
f (x) = x+

√
x2−2x+a

où a désigne un param̀etre ŕeel suṕerieur ouégalà 1.
En discutant s’il y a lieu en fonction de la valeur dea,

a) d́eterminer le domaine de définition de f ;
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b) déterminer leśeventuelles asymptotes de son graphique ;

c) étudier la croissance/décroissance def et caract́eriser seśeventuels extrema;

d) esquisser le graphique def .

2. Soit

φn(x) =
∫

e−xcosnx dx et Fn =
∫ π/2

0
e−xcosnx dx

où n désigne un naturel.

a) Calculerφ0(x) etF0.

b) Calculerφ1(x) etF1.

c) Montrer que(1+n2)Fn = 1+n(n−1)Fn−2, quel que soit le natureln≥ 2.

3. On d́esire étudier les nuisances sonores causées par le trafic sur une route dont le
traće est repŕesent́e par la courbe d’équation 2βy= x2 où β désigne un param̀etre ŕeel
strictement positif (voir figure ci-dessous).
Dans le cadre de cetteétude, on demande de déterminer le point de la route d’abscisse
x> 0 le plus proche de l’habitation située au point de coordonnées(0,2β) et d’évaluer
la distanced entre cette habitation et la route.

×y= x2

2β

x

y
(0,2β)

d

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Montrer que, si la relation suivante liant les mesures destrois anglesA, B et C d’un
triangle est v́erifiée

cos3A+cos3B+cos3C= 1

alors,A, B ouC vaut 120◦.
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2. Résoudre dansR l’ équation

4(sinx+cosx)−8sinxcosx= 5

et repŕesenter les solutions sur le cercle trigonométrique. Noter que bien que les
solutions trouv́ees ne soient pas exprimables sous la forme d’angles remarquables,
il est possible de les représenter de façon précise sur le cercle trigonoḿetrique.

Suggestion pour résoudre l’́equation: posery= sinx+cosx.

3. Deux poulies de rayons respectifs 5 cm et 8 cm sont disposéesà 15 cm de distance
centreà centre. Calculer la longueurL de la courroie autour de ces poulies. La courroie
est repŕesent́ee en gras sur la figure fournie ci-dessous et les pointsA, B, C et D
repŕesentent les points de tangence de cette courroie avec les poulies.

A

B

C

D

15 cm5 cm
8 cm

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On se place dans le plan muni d’un repère orthonorḿe et on donne les pointsP
d’abscisse 1,Q d’ordonńee 1 tels que les droitesOPetOQsont perpendiculaires.
Déterminer le lieu de la projection orthogonaleM de l’origineO sur le droitePQ.

2. SoitG le centre de gravité du triangleABC.
Démontrer que l’on a

‖AB‖2+‖BC‖2+‖CA‖2

‖GA‖2+‖GB‖2+‖GC‖2 = 3

où ‖XY‖ désigne la longueur du segment joignant le pointX au pointY.
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SEPTEMBRE 2019

ALGEBRE

1. Soit(Fn)n≥0 la suite de Fibonacci, définie par :

F0 = 0, F1 = 1 etFn = Fn−1+Fn−2 pourn≥ 2.

Montrer par ŕecurrence que pour toutn∈ N, on a :

n

∑
i=0

F2
i = FnFn+1 .

2. Résoudre dansR l’ équation suivante, dans laquellemest un param̀etre ŕeel :

1
x−2

=
2−m

7x−2x2−6
.

Résoudre ensuite l’ińequation associée, obtenue en remplaçant le symbole “=” par le
symbole “≤”.

ANALYSE

1. Déterminer toutes les valeurs des paramètres ŕeelsα, β et γ telles que le graphique de

f (x) =
αx+β
x2+ γ

présente l’allure esquissée ci-dessous. Justifier.

x

f (x)

−1

1
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2. a) Calculer
∫

x3

1+x2dx.

b) Calculer
∫ 1

−∞
exdx.

c) Calculer
∫ π/4

0
tg2x dx.

d) En discutant s’il y a lieu en fonction den∈ Z, calculer
∫ 2

1
xn lnx dx.

e) On noteI(x) =
∫ 2

x
e−t2

dt. Montrer queI(α)≥ I(β) si α ≤ β ≤ 2.

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Résoudre dansR

cosx−cos3x
sinx

= cosx

en sṕecifiant les conditions d’existence et représenter les solutions comprises dans
[−π,π[ sur le cercle trigonoḿetrique.

2. Démontrer qu’un triangle est rectangle si la relation

cosB+cosC= sinA

reliant la mesure de ses anglesA, B, C est v́erifiée.

3. Lors d’un match de football, un coup franc doitêtre tiŕe du pointA situé à 10 m̀etres
à droite du poteau du gardien età 20 m̀etres dans la profondeur du terrain (voir figure
ci-dessous). On suppose que le gardien occupe une largeur de1 mètre sur sa ligne
de but, entre les pointsB et C et que le tir s’effectuera en ligne droite en négligeant
la pŕesence d’autres joueurs sur le terrain. Déterminer la distancex = DC où doit se
placer le gardien afin de couper 2 degrés de l’angle de tir de l’attaquant, c’est-à-dire,
afin que l’angleB̂ACvaille 2 degŕes.
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D

A

CB

20 m

1 m
x

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. Dans un rep̀ere orthonorḿe du plan, on donne la paraboleP par sonéquation
cart́esienne

x2 = 4y.

a) Repŕesenter la parabole.

b) Déterminer l’́equation cart́esienne d’une tangente quelconqueà la courbeP .
(Attention : l’équation doit̂etre valable pour n’importe quelle tangenteà P .)

c) Déterminer le lieu des points qui sont l’intersection de deuxtangentes̀a P

orthogonales entre elles.

2. Dans un rep̀ere orthonorḿe de l’espace, on considère la droited1 passant par les points
A et B respectivement de coordonnées(1,2,3) et (−1,0,2), et la droited2 passant par
les pointsC, D respectivement de coordonnées(0,1,7) et (2,0,5).
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a) Déterminer l’́equation cart́esienne du planΠ parall̀eleà la droited1 et contenant
la droited2.

b) Déterminer deśequations paraḿetriques et deśequations cartésiennes de la droite
d3 passant parC et orthogonalèad1 etd2.
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